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1 Einleitung

Das Steinerbaumproblem in Graphen gehort zu den 21 Problemen, fiir die
Karp 1972 die N'P-Vollstindigkeit bewies [7]. Unter der Annahme NP # P
existiert also kein polynomieller Algorithmus, der das Problem exakt 16st,
und daher miissen wir uns mit Approximationen begniigen. Bereits seit 1968
ist ein Algorithmus bekannt, der maximal um einen Faktor 2 vom Optimum
entfernt ist [2, S.25]. Seit 1990 sind eine Reihe weiterer Algorithmen ent-
wickelt worden, deren beste Approximationsgiite zur Zeit bei 1.550 liegt.
Die Analyse der Algorithmen mit einer Giite kleiner als zwei sind schwieriger
als die Algorithmen selbst. Insbesondere ist in den meisten Féllen unbekannt,
ob die Analysen bestmoglich sind. Die besten unteren Schranken sind mei-
stens erheblich von den oberen Schranken entfernt, die durch die Analysen
bestimmt werden. Es ist daher durchaus méglich, dafl den Algorithmen ei-
ne bessere Approximationsgiite durch eine geeignetere Analyse nachgewiesen
werden kann.

Diese Studienarbeit beschiftigt sich mit unteren Schranken fiir den Relativen
Greedy Algorithmus, der 1995 von Zelikovsky gefunden wurde [12] und eine
Giite von (hochstens) 1+ 1n(2) hat. Gute untere Schranken geben dann zum
einen Anhaltspunkte, warum die Analyse mdéglicherweise nicht scharf ist und
zum anderen welche Ideen fiir eine Verbesserung der Analyse sorgen kénnten.
Der zur Zeit beste Approximationsalgorithmus, der Loss Kontraktionsalgo-
rithmus, unterscheidet sich vom Relativen Greedy Algorithmus nur durch ei-
ne verbesserte Auswahlfunktion. Die Analysen der beiden Algorithmen sind
in weiten Teilen identisch. Es ist daher denkbar, dal gute untere Schranken
fiir den Relativen Greedy Algorithmus auch Hinweise geben, wie gute untere
Schranken fiir den Loss Kontraktionsalgorithmus aussehen.

Es sollte noch erwihnt werden, dafl die Algorithmen zwar polynomielle, in
der Praxis aber unbrauchbare Laufzeiten haben. In den letzten Jahren hat
man sich auf die Fragestellung konzentriert, wie gut das Steinerbaumpro-
blem approximiert werden kann und hat dabei den Laufzeiten wenig Beach-
tung geschenkt. Auf der anderen Seite kann mit Hilfe des PCP-Theorems
nachgewiesen werden, dafi fiir das Steinerbaumproblem kein PTAS existiert.
Die beste Nichtapproximierbarkeitsschranke liegt zur Zeit bei 1.0062 [11],
d.h. die Giite des besten Approximationsalgorithmus bewegt sich im Inter-
vall [1.0062,1.550]. Es wird angenommen, daf§ in beiden Richtungen noch
Verbesserungen moglich sind.

Diese Ergebnisse gelten fiir Instanzen in allgemeinen Graphen. Fiir spezielle
Instanzen gibt es bessere Approximationsgiiten. So existiert fiir das euklidi-
sche und rektilineare Steinerbaumproblem ein PTAS.




Sven Hanke, Stefan Kirchner Studienarbeit

2 Definitionen und Notationen

Das Steinerbaumproblem

Gegeben sei ein Graph G = (V, E, ¢, T) mit Kantengewichtsfunktion ¢ : F —
Q" und Terminalmenge T" C V. Gesucht ist ein Baum, der alle Terminale
enthélt und minimale Liange hat. Die Linge wird mit smt(G) bezeichnet,
ein solcher Baum mit SMT(G). Sofern keine Verwechselungsgefahr besteht,
verwenden wir im folgenden nur smt bzw. SMT.

Bemerkung: Fiir Spezialfille ist das Steinerbaumproblem in polynomieller
Zeit losbar. Das Berechnen eines minimal spannenden Baumes, das durch die
Algorithmen von Kruskal [9] oder Prim [10] in polynomieller Zeit gelost wird,
ist Aquivalent zum Losen des Steinerbaumproblems mit 7' = V. Nahezu jeder
Approximationsalgorithmus benutzt dieses Ergebnis als Ausgangspunkt. Das
Bestimmen eines kiirzesten Pfades zwischen zwei Knoten entspricht dem Fall
|T| = 2, fiir das der Algorithmus von Dijkstra das Problem in polynomieller
Zeit 16st. Fiir konstantes |T'| kann ein optimaler Steinerbaum ebenfalls in
polynomieller Zeit berechnet werden.

k-Steinerbdume und volle Komponenten

Alle zur Zeit bekannten Algorithmen mit einer besseren Approximationsgiite
als zwei berechnen die unten definierten k-Steinerbdume, die auf eine Idee
von Zelikovsky zuriickgehen. Ein Baum mit Blattern B und inneren Knoten
K heifit voll, falls B C T und K NT = (). Steinerbdume, die nicht voll
sind, kénnen in - nicht notwendig kantendisjunkte - volle Teilbdume zerlegt
werden. Diese werden wvolle Komponenten genannt. Falls jede Komponente
nicht mehr als k£ Blétter hat, bilden die Komponenten einen k-Steinerbaum.
Borchers und Du [1] haben eine explizite Formel fiir das maximale Verhélt-
nis zwischen der Linge eines optimalen k-Steinerbaums und eines optimalen
Steinerbaums angegeben. Fiir £ — oo strebt das Verhéiltnis, wenn auch nur
sehr langsam, gegen 1.

Ist ein Graph G = (V, E,¢,T) gegeben, so wird der vollstindige Graph
R = (T,E' ) Terminaldistanzgraph genannt, falls fiir eine kiirzeste Ver-
bindung ! zweier Terminale t;,¢; in G gilt: ¢/({t;,t;}) = [. Fiir einen minimal
spannenden Baum im Terminaldistanzgraphen gilt: mst(R) < 2 - smt(G) [2,
S.25].

Im folgenden bezeichne M ST(R/A) einen minimal spannenden Baum fiir R
mit der Kantenmenge E’' U A, wobei der Graph Multikanten enthalten kann.
Es gilt dann mst(R/A) < mst(R), aber auch das

Lemma 1 (Kontraktionslemma [4]) Seien Ey, E; und Ey Mengen von
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Kanten, die jeweils zwischen Terminalen verlaufen. Dann gilt
mSt(R/E()) - mSt(R/EoEQ) 2 mSt(R/E()El) - mSt(R/EoElEQ)

Im folgenden Algorithmus werden die Kantenmengen FE; Nullkanten sein.
Das entspricht dann einer Kontraktion der Knoten, die zu der Kantenmenge
inzident sind.

Auflerdem benétigen wir fiir die Analyse im néchsten Abschnitt folgendes

n
27;:1 a;

n .

i=1 b;

Lemma 2 Seia; > 0,b; >0 fiiri=1,...,n. Dann gilt > min; Z—j

. n . a; n a; __ n
Beweis: ) " b; - min, B S i Ui =200 i [

3 Relativer Greedy Algorithmus

Der Relative Greedy Algorithmus berechnet die Lénge einen k-Steinerbaum
T, der eine gute Approximation fiir die Linge eines optimalen k-Steinerbaums
ist. Er wihlt sich in jedem Schritt nach einer speziellen Bewertungsfunktion
eine bestimmte Terminalmenge 77 C V mit |7”| < k und verbindet diese
durch Nullkanten ¢'. Damit reduziert sich der minimal spannende Baum im
i-ten Schritt um mst(R/tq,...,t;) — mst(R/t,...,t;t"). Dies wiederholt er
so lange, bis ein minimal spannender Baum die Linge Null hat. Die vollen
Komponenten des k-Steinerbaumes ergeben sich aus den minimalen Stei-
nerbdumen in G beziiglich den Terminalmengen 7;.

Die einzelnen Schritte des Algorithmus sind folgende:

Relativer Greedy Algorithmus G = (V,E),RCV
1:=0
while mst(R/ty,...,t;) #0
wihle T;1; C R, |Ti1| < k, so daf
FAT1) = ot minimiert wird
verbinde alle Terminale von 7;;; durch Nullkanten
1:=1+1

tmaz ‘—

result = Y.'me smt(T;)

Der Steinerbaum kann durch eine geringe Modifikation erhalten werden. Da-
zu miissen fiir alle 7 die entsprechenden minimalen Biume, die 7; spannnen,
gespeichert und am Ende vereinigt werden.
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Streng genommen erwartet die Auswahlfunktion als Argument eine Termi-
nalmenge und keine volle Komponente. Um die Schreibweise zu vereinfachen,
sind im folgenden auch volle Komponenten zugelassen, wenn sie die Blétter,
fiir die die Auswahlfunktion berechnet werden soll, minimal spannen.

3.1 Analyse des Relativen Greedy Algorithmus

Im folgenden geben wir die vereinfachte Analyse von [4] wieder.

Satz 3 (Zelikovsky [12]) Sei T der vom Relativen Greedy Algorithmus be-
rechnete k-Steinerbaum und |T| deren Linge. Dann gilt |T'| < (1+1n(2))smiy.

Beweis: Seien T4, ..., T; .. die vom Algorithmus berechneten vollen Kompo-
nenten und 77, ..., 77 die vollen Komponenten eines optimalen k-Steiner-
baums. Es gilt dann die Ungleichung

fi(Tiy1) <1 (1)

Da T;,; die Komponente ist, die im i-ten Schritt die Auswahlfunktion f
minimiert, gilt

fi(Tis1) < mjinfi(];k)- (2)

Setzen wir im Lemma 2 fiir a; = smt(T}) und b; = mst(R/Ty...T;) —
mst(R/T: ... T;T}), so gilt mit (2) dann

fiTin) < min fi(T})

.Gy
= min -2

J bj
Zj aj

Zj bj
52, smi(Ty)

- Zj mst(R/T, ... T;) — mst(R/T; .. ,TiT;)' (3)

Die Anwendung des Kontraktionslemmas auf den Nenner von (3) ergibt die
Teleskopsumme

> (mst(R/Ty ... TTy ... T; ) —mst(R/Ty ... TiTY ... T})),  (4)




Sven Hanke, Stefan Kirchner Studienarbeit

wobei der erste Summand mst(R/T; ...T;) =: M; und der letzte Summand
0 ist. Die mittleren Summanden verschwinden. Fiir den Zahler von (3) gilt
>_;smt(T}) = smty, womit wir dann eine zweite Abschétzung fiir f;(Ti11)
erhalten:

FilTi) < 2 (5)

Unter Anwendung der beiden Ungleichungen (1) und (5) ergibt sich fiir die
Giite des Algorithmus

Tmaz tmaz

Z smt(T;) = Z fiei(Ty) - (Mi—y — M)

=1

imaz . Smtk
< 1 - (M;—1 — M; 6
< Somin (L) G-y @
My
< / min (1, Smtk) dx (7)

max

smity, mst 1
= / ldx + smtk/ —dzx
0 smiy z

mst
= smt, + smt; -1n
smiy,
2. t
< smitg + smi - In STk (8)
smiy,
= smty(l+1n2) 9)

3.2 Auf der Suche nach einer guten unteren Schranke

In der Analyse fiir die Giite des Relativen Greedy Algorithmus treten einige
Ungleichungen auf. Die Analyse wird genau dann scharf sein, wenn es eine
Instanz gibt, fiir die jede Ungleichung (asymptotisch) scharf ist. In diesem
Abschnitt stellen wir eine einfache untere Schranken vor, die wir im néchsten
Abschnitt als Basisgraph fiir eine kompliziertere, dafiir aber auch bessere
untere Schranke verwenden.

3.2.1 Ein einfaches Beispiel mit einer unteren Schranke von %

In [3] wurde gezeigt, dafl es Instanzen gibt, bei der der Algorithmus eine
(asymptotische) Giite von 3 hat. Diese untere Schranke ist jedoch kompli-
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ziert, die Gewichte der Kanten sind ausgelotet, und vermutlich ist die Instanz
nicht wesentlich verbesserungsfihig.

Als erstes Ergebnis stellen wir eine andere untere Schranke vor, die auch
eine Giite von % hat, jedoch noch viel Spielraum fiir Erweiterungen offen
1a8t. Betrachte folgenden Graphen wie er in Abbildung 1 zu sehen ist. Die
Quadrate seien wie iiblich die Terminale. Die Kanten, die mit dem Knoten
¢ inzident sind, haben das Gewicht 2, die restlichen Kanten das Gewicht 1.
Das Beispiel kann durch die gestrichelten Linien auf beiden Seiten vergrofert
werden, so dafl es fiir beliebig grofie volle Komponenten funktioniert. Die
Anzahl Terminale in der gréfiten vollen Komponente sei mit £ bezeichnet. Fiir
Abbildung 1 gilt dann offensichtlich £ = 8. Es gibt drei volle Komponenten,
die Kandidaten sind, die Funktion f zu minimieren, und zwar die vollen
Komponenten, die jeweils die Knoten a,b und ¢ beinhalten. Diese seien mit
ta,ty und t. bezeichnet. Da a und b symmetrisch sind, gilt fo(t.) = fo(ts)-
Der minimal spannende Baum im Terminaldistanzgraphen betrigt mst =
2-k+4-(k—2) =6k — 8. Fiir die jeweiligen Komponenten gilt

3 -
fO(ta) = “ms

2

3k
C 2(3k —4)

ol

und
2(k—1) k—1

C4k-2) 2k-2)

Eine einfache Rechnung zeigt

fo(ts) > folte) <= k> 4.

Damit kann fiir £ > 4 angenommen werden, daf§ der Algorithmus die Kom-
ponente ¢, kontrahiert. Jetzt miissen noch die k& Terminale T := T — N(c)
angebunden werden. Dafiir werden zunichst die k zu T inzidenten Kanten
benétigt. Da die Nachbarn von T eine (stabile) Menge der Grofe k bilden,
werden noch einmal mindestens k£ Kanten benétigt, so daff insgesamt min-
destens 2k Kanten benotigt werden, um 7' anzubinden. Da keine Kante ein
Gewicht kleiner als eins hat, sind dafiir Kosten von mindestens 2k notwendig.
Andererseits benétigt die MST-Lésung nur Kosten von 2k, so dafl der Algo-
rithmus gegeniiber der MST-L&sung nichts einsparen kann. Daher werden in
den néchsten Schritten nur noch die Terminale durch die MST-Kanten ange-
bunden. Der optimale k-Steinerbaum besteht jedoch aus den Komponenten
t, und t,, womit sich fiir das Beispiel eine Giite von

|Losung des Relativen Greedy Algorithmus|  2(k —1) +2k 4k —2
|Linge des optimalen k-Steinerbaums| 3-k - 3k

8
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ergibt, das fiir £ — oo gegen % konvergiert.

Dieses Beispiel scheint viel Erweiterungspotential zu haben, so dafl eine bes-
sere Giite mit ein paar Anderungen, z.B. in den Gewichten, erreicht werden
sollte. Das Gewicht der mit ¢ inzidenten Kanten kann noch etwas vergréfiert
bzw. das Gewicht der mit ¢ und b inzidenten Kanten kann noch verringert
werden. Das dndert jedoch nichts an der Giite, sondern erhéht nur die Kon-
vergenzgeschwindigkeit. Die von uns durchgefiihrten Verdnderungen hatten
im besten Fall weiterhin eine Giite von %, in vielen Fillen wurde die Giite

3’
jedoch erheblich schlechter.

4

Abbildung 1: Ein einfaches Beispiel mit Giite von 3

3.2.2 Analyse der Ungleichungen

In diesem Abschnitt interessieren wir uns, fiir welche Ungleichungen, die in
dem Beweis von Satz 3 vorkommen, beziiglich diesem Beispiel Gleichheit
bzw. Ungleichheit gilt, denn an den unscharfen Stellen haben wir insgesamt
1+ In(2) — § = 0.3598 , verschenkt*.

Zunéchst erhalten wir fiir die beiden konkurrierenden Komponenten ¢, und

te

k—1 3k smity, smity
E—— ta = = = s
2k —2) — folta) 28k —4)  mst(R) M,

wobei fiir grofle £ beide Seiten den Grenzwert % haben und somit die Un-

fO(tc) =
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gleichung scharf wird.! Daraus folgt sofort, dafl auch alle Ungleichungen, aus
denen (5) folgt, scharf sind. Da auch limy_, 4, % = 2 gilt und damit die Un-
gleichung (8) scharf ist, liegt der einzige Fehler in der Ungleichung (7), bei
der eine Untersumme durch ein Integral nach oben abgeschétzt wird. Abbil-
dung 2 zeigt den asymptotischen Fehler. Es gilt My = 0, M; = %smtk und
My = mst ~ 2smty. Dann ergeben sich fiir die einzelnen Werte im Grenzwert

smit(t) = (My— M) - folt) = (2smiby — gsmtk) 1o % - smity (10)

2
2 2
smt(ty) = (My— M) - fi(t1) = gsmtk 1= 3 smity, (11)
1 1 1

Al = (smty — M1)(1 = fo(te)) = 3 g Smite = - smiy (12)

Mo ‘ ]

|B| = / (sm ko fo(tc)> dx = <ln(2) - —) - smity,

smty z 2

= 0.193 - smty (13)

Damit gilt fiir die Approximationsgiite smt(t.) + smt(t,) = 3 - smty.
Solange Instanzen betrachtet werden, bei denen der Algorithmus nur in einem
Schritt eine Verbesserung gegeniiber dem minimal spannenden Baum findet,
wird der Fehler |B| weiter bestehen. Entsprechende Instanzen haben daher
eine Giite von maximal 1.5.

4 Verbesserung der unteren Schran e

Im folgenden werden wir eine Erweiterung des einfachen Beispiels mit einer
besseren unteren Schranke betrachten. Diese Instanz ist eine Kombination
aus dem Graphen von Abbildung 1 und [3]. Eine Instanz ist in Abbildung 3
abgebildet und kann in vertikaler wie horizontaler Richtung erweitert werden.
Jede vertikale Komponente ist isomorph zu der vollen Komponente ¢, aus
dem vorangegangenen Abschnitt, wihrend in horizontaler Richtung die vollen
Komponenten Sterne sind.

Die Idee ist, dafl der Algorithmus schrittweise die Sterne kontrahiert und im
letzten Schritt alle {ibrigen Terminale dann teuer anbinden muf}, wihrend
die optimale Losung aus den vertikalen Bidume besteht. Auflerdem kénnen
die Gewichte der Sterne schrittweise erhoht werden, was eine bessere untere
Schranke zur Folge hat.

10
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Fehler bei der Approximation

0.8

0.6

0.4

0.2

0
M sm Mo = mst
2 M, i = 2smty,

Abbildung 2: Die graue Fliche entspricht den Kosten der Algorithmuslésung,
die weiflen Flidchen beruhen auf Ungleichungen, die nicht scharf sind.

Die Verwendung von zwei orthogonal zueinander stehenden Komponenten in
einem Gitter mit einem ausgezeichnetes Terminal (links oben in Abbildung
3) stammt aus [3].

N ine neue untere Schranke von 1.3 3

Wir werden nachweisen, dafl diese Instanz eine untere Schranke von 1.3743
ergibt. Die Anzahl Terminale jeder vertikalen vollen Komponente sei mit &
bezeichnet, die jeder horizontalen mit /. Es gibt daher g— 1 horizontale Sterne
und insgesamt (I — 1) - (k — 1) + 1 Terminale.

Seien a; die Gewichte der Kanten, die mit dem Knoten A; inzident sind,
und sei A; = N (4;) die Nachbarschaft von A;. Die genauen Gewichte sind
abhéngig von k,! und 7 und werden noch bestimmt. Zunichst sei vorausge-
setzt, dafl sie ein Gewicht grofler als 2 haben. Alle iibrigen Kanten haben das
Gewicht 1.

Wir fiihren noch ein paar Notationen ein. Mit smt; sei die Linge des mi-
nimalen Steinerbaums einer vertikalen Komponente bezeichnet. Es gilt also
smty = %k Mit smt, sei die Lénge eines optimalen Steinerbaumes der ge-
samten Instanz gemeint. Da alle Sternkanten ein Gewicht gréfler als 2 haben,
wird der minimal spannende Baum im Terminaldistanzgraph durch die ver-

11
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